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Gap. I. 
Einleitung. 



Yom Oleichgewichtspimkt der Kräfte in der Ebene. 

Die constructive Vereinigung zweier Kräfte der Ebene führt 
auf eine Kraft und eine Gerade, in welcher diese letztere an- 
gebracht werden muss, um die gegebenen Kräfte zum Gleich- 
gewicht zu bringen. Wir nennen diese Kraft die Resultante 
der gegebenen Kräfte, und jene Gerade die Richtungslinie der- 
selben. 

Die Annahme der Angriffspunkte ist bei den Problemen 
dieser Art nur an die Richtungslinie der Kräfte gebunden, sonst 
absolut willkürlich und es erscheint auch die Resultante je nach 
dem angewendeten Verfahren in irgend einem Punkte ihrer 
Richtungslinie, 

Man befolgt daher bei den betreffenden Constructionen 
den Grundsatz: cMan kann eine Kraft nach einem beliebigen 
Punkt ihrer Richtung verlegen, sobald man denselben mit dem 
ursprünglichen Angriffspunkt fest verbunden denkt.» 

Sind z. B. die beiden Punkte a und b die Angriffspunkte 
der Kräfte P^ und Pg» ^^ kann man folgende Methoden zur 
Construction der Resultante und ihrer Richtungslinie anwenden: 

I. (Fig. i) Verlege beide nach dem Schnittpunkt ihrer 
Richtungen (p^ und vereinige sie dort nach dem Grundsatz vom 
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Parallelogramm der Kräfte. Die Resultante R erscheint dann in p^. 

2. (Fig. 2) Liegt der Schnittpunkt der Kraftrichtungen 
nicht auf der Tafelebene, so setzt man zwei gleiche und ent- 
gegengesetzt gerichtete Kräfte P' und P" in der Richtungs- 
linie a — ö an, vereint P' mit P^ und P" mit P^ zu R^ und R^ 
und sucht nach (i) die Resultante von R^ und R^ welche (R) 
im Punkte /g erscheint. — Man sieht, dass die Lage von /g ab- 
hängig ist von der Annahme der Grösse der Hülfskräfte P' und P\ 

3. (Fig. 3) Steht auch der hier verwendete Theil der 
Tafelebene nicht zur Disposition, so kann man die Kräfte P* 
und P" auch nach innen gerichtet ansetzen. Die Resultante 
erscheint dann nach einer sonst analogen Construction in p'^y 
welcher Punkt wiederum mit der Annahme der Grösse der 
Hülfskräfte variirt. 

4. (Fig. 4) Da der Winkel der Richtungslinie der Resul- 
tante durch die Lage der Letztern bestimmt wird, ein Punkt 
derselben aber in dem Schnittpunkt p^ der gegebenen Kraft- 
richtungen fixirt ist, so kann man R einfach mit Hülfe des Kräfte- 
dreiecks bestimmen und durch p^ eine Parallele zu R ziehen. 
Das Kräftedreieck nimmt entweder die Form der Fig. 4 an, 
wenn P^ an /g angetragen wird, oder die der Fig. 5, wenn 
man Pg ^^^ Grundlage betrachtet. Beide Kräftedreiecke zu- 
sammen geben das Parallelogramm. 

Die Pfeilrichtung im Kräftedreieck ist bekanntlich für alle 
drei Kräfte gleichsinnig zu nehmen, wenn man als Resultante 
diejenige Kraft ansieht, welche im Stande ist, die Componenten 
aufzuheben, oder, mit andern Worten, wenn die drei Kräfte 
sich das Gleichgewicht halten. 

5. Will man den Rechnungsweg verfolgen, so kann man 
jede Kraft unter Annahme eines beliebigen rechtwinkligen Coor- 
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dinatensystems in ihre Componenten zerlegen, diese unter Hin- 

zufugung der betreflfenden Kräftepaare in die Achsen verlegen, 

und erhält so (Fig. 6) in der -A^Achse: 

X ^ J:(Pcos(x) 
in der F- Achse: 

Y=2(PsmaJ 

und ausserdem die Momente 

2:(y Pcos aj und ^(x Psin aj 

Das erste Moment lässt sich nun mit der Kraft X zu einer 

neuen Kraft vereinen, welche parallel der Ascissenaxe in einem 

Abstände ?/ verläuft, so dass 

t} 2 (P cos a) = ^ fy . P cos a) 
^^ (y P cos a) 
'^"" 2{Pcosa) 

und ebenso gibt die Vereinigung des letztgenannten Momentes 

mit der Kraft Y eine solche parallel der Ordinatenachse, und 

zwar in einem Abstände: 

^— iYPsin«) 
Vereinigt man nunmehr X und Y im Punkte $, j^, so er- 
hält man die Resultante 



/? = V ^*2 (psm a) + 2^ (Pcos et) 

und den Neigungswinkel der Richtung derselben gegen die 

Abscissenachse : 

_ 2(Ps\tia) 

^^"" 2 (Pcos a) 
Hierdurch ist die Grösse und Richtung der Resultante, sowie 

der Ort eines Punktes bestimmt, durch welchen die Richtungs- 
linie derselben gehen muss. Die letztgenannten beiden Grössen 

kann man noch zu einer Gleichung fiir die Richtungslinie zusam- 
menfassen: 
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oder durch Einsetzen der Werthe: 

i:(yPcosa) 2(Psma) ( 2:(xP^\na) 



y — 



itj_l 2:(x P sin ah 
a)V 2(Psma) } 



i:{P cos aj ~2(Pcosa)\ ^(PsmaJ 

Liegen die Kräfte im Raum, und sind die Coordinaten 
ihrer Angriffspunkte ;r, jv, ^, die Winkel ihrer Richtungen mit 
der xy Ebene = «, die ihrer Projection auf die x}^ Ebene mit 
der X Achse = ß, so ergiebt das gleiche Verfahren : 



wo 



ferner 



^ = ^'{P cos « cos ßj 
Y ^ 2(Pcosa sin ß) 
Z= IJfPsinaJ 



SfP sin aJ 



1' fP cos aJ 



SrPcosasmßJ 
^^ ~ ^(Pcosacosß) 

wenn cf> die Resultante mit dem Winkel a der Kraftrichtungen 
und t^ mit ß correspondirt, und endlich ist der Punkt, durch 
welchen die Richtungslinie der Resultante gehen muss, ausge- 
drückt durch die Coordinaten: 

^ (x P sin a cos ß) 



1 = 



JS (P sin a cos ß) 



S (y Pcos cc cos ßJ 

^~ 2 (P cos et cosßj 



^ 2 (z P sin a cos ß) 



^ (Psm ix cos ß) 

Die volle Vereinigung mehrerer Kräfte im Räume gelingt 
bekanntlich nur dann, wenn nicht noch ein Kräftepaar restirt, 
welches nicht in der Ebene der Resultante liegt. 
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Die sämmtlichen bisher besprochenen Lösungen ergeben, 
wie wir gesehen, nur die Grösse und Richtungslinie der Resul- 
tante, und fuhren überall da zum Ziel, wo ein augenblicklicher 
Gleichgewichtszustand hergestellt werden soll. 

Es gibt jedoch eine grosse Reihe von Problemen, bei denen die 
Kräfte an bestimmte Angriffspunkte fixirt sind und es darauf 
ankommt, einen Punkt zu finden, in welchem man die Resul- 
tante angreifen lassen muss, um auch dann Gleichgewicht zu 
erhalten, wenn das ganze, durch starre Verbindung der Anhalts- 
punkte erhaltene System unter Beibehaltung der Kraftrichtungen 
drehbar sein solL 

Denken wir uns z. B. (Fig. 7) eine starre Ebene — ver- 
körpert vielleicht durch ein Brett mnpqrs — welche in den 
Punkten ä, b und c von den Kräften P^ , P^ und P^ ergriffen 
wird. Sollen nun diese Kräfte unter allen Umständen ihre 
Richtungen bewahren, auch wenn die starre Ebene gedreht wird, 
so kann man die Frage stellen: cWo muss der Drehpunkt 
des Brettes mnpqrs angebracht werden, damit die Kräfte 
stets im Gleichgewicht sind, auch wenn dem Brette eine belie- 
bige Drehung um den fraglichen Punkt ertheilt wird.» 

Um ftir eine einzige Lage — also ein augenblickliches — 
Gleichgewicht zu erzielen, hat man nur nöthig, den Drehpunkt 
in irgend einem Punkt der nach Obigem bestimmten Richtungs- 
linie der Resultante der drei Kräfte /\ P^ und P3 anzubringen. 
Die geringste Drehung jedoch wird das Gleichgewicht stören. 
Unsere Constructionen ftihren daher hier nicht zum Ziel. 

Um dieser Aufgabe näher zu treten, denken wir uns zwei 
ebene Kräfte P^ und P^ in den Punkten a und b angreifend. 
Wir bestimmen die Richtungslinie der Resultante (Fig. 8) und 
nehmen in derselben einen Punkt 0^ als Drehpunkt der durch 



— 8 — 

ay b und c gegebenen (starren) Ebene an. Wir ertheilen dann 
der letzteren eine Drehung, so dass a nach a^ und b nach b^ 
wandern. Für diese Lage können wir uns die Kräfte /j und 
Pg durch eine Resultante R in p^ ersetzt denken, und wir 
sehen, dass diese Resultante bestrebt sein wird, das System in 
die frühere Lage zurückzudrehen. Das durch Festhalten der 
Ebene in dem Punkte 0^ hervorgebrachte Gleichgewicht war 
mithin ein stabiles. 

Nehmen wir hingegen den Punkt 0^ (Fig. 9) als Drehpunkt 
an und lassen a nach a^ und b nach ^2 wandern, so geht für 
diese neue Lage die Resultante von Pj und Pg durch den 
Punkt p^ \ es entsteht also durch die Drehung ein Moment, 
welches bestrebt ist, die einmal eingeleitete Drehung noch weiter 
fortzuführen, und es würde das System erst dann wieder im 
Gleichgewicht sein, we'nn die Drehung um 180^ vollführt ist. 
Das durch Festhalten der Ebene in dem Punkte ö^ erhaltene 
Gleichgewicht ist also ein labiles. 

Es müss nun offenbar zwischen 0^ und 0^ ein Punkt 
liegen, für welchen das Gleichgewicht weder stabil noch labil, 
sondern indifferent ist In diesem Punkte können wir die 
Ebene festhalten, um für jede beliebige Drehung das Gleich- 
gewicht erhalten zu sehen. 

Man nennt diesen Punkt (cfr. die Anm. S. 12) den Gleich- 
gewichtspunkt und die durch denselben vertikal zur Ebene ge- 
dachte Achse die Gleichgewichtsacltse des Systems a-^b. 

Der Ort dieses Punktes ergibt sich leicht auf folgende 
Weise: (Fig. 10) 

Bezeichnen wir die von dem Punkte auf die Kraftrich- 
tungen gefällten Perpendikel mit^' resp./'', so muss nach einer 
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um den Winkel u ertheilten Drehung, falls das Gleichgewicht 
dann noch bestehen soll, die Bedingung erfüllt werden: 

/> p' = p^ p" 

oder, da 

/' = a^ cos (a-f- 63) ^" =0^1 cos («-( e^) 
und Oa^=^ l^ b^-=,l^\ 

P\ _ 4 cos («-f €2) 

/^2 A ^^^ (^ 4" *i) 
Setzen wir nun die Drehung so weit fort, dass « -|- cj = 90^, 

dann geht P^ durch \ das Moment von P^ wird gleich und 

es muss dann nothwendig auch das von P^=i sein, also 

oder : £j = 62 

d. h. die von dem Gleichgewichtspunkt auf die Kraftrichtungen 

gefällten Normalen schliessen mit den Grossen /j und 4 gleiche 

Winkel ein. 

Damit folgt aber sofort: 

P, _h 

A "" k 
d. h. die Entfernungen der Angriffspunkte der Kräfte von ihrem 

Gleichgewichtspunkt verhalten sich umgekehrt wie die anlie- 
genden Kräfte. 

Aus €j =«2 folgt ferner: 

Der von den Perpendikeln p^ und p^ eingeschlossene Winkel 
ist gleich dem von /j und 4 gebildeten; mithin ergänzen sich 
die Winkel bei /, 0, a und b zu vier Rechten, d. h. : 

Die Figur p ab ist ein Kreisviereck. 

Der Punkt ist also aus Pj, P^^ a und b als der Schnitt- 
punkt der Richtungslinie der Resultante mit dem durch a^ b 
und p gegebenen Kreise construirbar. 
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Da ferner (Fig. 1 1) der in dem Kräftedreieck von P^ und 
Pg eingeschlossene Winkel zum Winkel apd supplementär ist, 
so folgt die Gleichheit des ersteren mit dem Winkel a 6 und 
mit Hülfe der Beziehung 

die Aehnlichkeit des Dreiecks a 6 mit dem Kräfte dreieck. Ist 
nun a6 =^Sf so ist 

R s' R s 



oder : 



/ 2 / 1 



mithin sind die Grössen /^ und /g, d. h. die Entfernungen des 
gesuchten Gleichgewichtspunktes der beiden Kräfte P^ und P^ 
von ihren Angriffspunkten aus Sy /?, P^ und P^ construirbar. 
Daraus folgt folgende Methode zum Auffinden von 0: (Fig. 1 2) 
Trage P^ an P^ und bilde R, Ziehe vu parallel P^, so 
dass au=^s. Dann ist vu^^l^ und av-^l^. Schlage um a 
mit /j und um b mit /g je einen Kreis, dann ist der Schnitt- 
punkt der Gleichgewichtspunkt von P^ und P^. 

Gehen wir nunmehr zu der Aufgabe (Fig. 7) zurück, welche 
den Anlass zu den vorstehenden Betrachtungen gab, so finden 
wir offenbar, dass derjenige Punkt, in welchem wir das Brett 
tnnpqrs drehbar befestigen müssen, um unter Beibehaltung 
der Grösse und Richtung der dasselbe angreifenden Kräfte stets 
Gleichgewicht zu erhalten, auch wenn die Ebene gedreht wird, 
kein anderer sein kann^ als der Gleichgewichtspunkt der Kräfte 
Pj, P^ und P5*. 



*) Die Lage des Punktes O auf dem durch a, b und p bestimmten Kreise 
lässt sich (cfr. Schelle, Mechanik, Cap. VIT, Mittelpunkt der Kräfte) aus allge- 
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Da nun aber ein Festhalten nichts anderes ist, als das An- 
bringen einer Kraft gleich der Resultante, so muss man in 
dem vorliegenden Fall die Resultante von Pj, Pg "^^ -^s ^^ ^^^ 
Gleichgewichtspunkt O anbringen, um für alle Drehungen Gleich- 
gewicht zu erhalten. Die Resultante kann dann ebenso an dem 
Punkte O fixirt bleiben, wie die Kräfte an ihren Angriffspunkten, 
d. h. es steht der Gleichgewichtspunkt zur Resultante in genau 
derselben Beziehung, wie der Angriffspunkt jeder einzelnen Kraft 
zu dieser. Wir leiten daraus die Berechtigung her, den Punkt 
O den Angriffspunkt der Resultante zu nennen, und mag für 
die Folge diese Bezeichnung in dem beregten Sinne Verwendung 
finden. 

Sind die Kräfte /j und Pg parallel, so geht der durch die 
Angriffspunkte a und b derselben und den Schnittpunkt ihrer 
Richtungen gedachte Kreis in die unendliche Gerade über. Der 
Punkt fällt auf die Linie a^b und theilt diese im umgekehrten 
Verhältniss der angreifenden Kräfte. (Satz vom geradlinigen 
Hebel.) 

Diese Betrachtung fuhrt bei Annahme mehrerer parallelen 
Kräfte auf dem Gleichgewichtspunkt derselben oder den jjMittel- 
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meineren Betrachtungen ableiten, ebenso die Beziehung — = — . ScheUe gibt 

dann den Ort |, 77 des Punktes unter Annahme eines Coordinatensystems, 
wie Fig. 8, und unter Verwendung der hier gewählten Bezeichnung durch 

^ (P cos a)^ (x F cos a-\' y P sin a) 
^~ 52 (P sin a) -^l^CP cos a) 

2 (T' sin o^ 5J Ö' ^ sin a — y P cos a) 
^ ^ 1? (T'sin a; 4- 22 ^^/^cos a) 

ijnd erwähnt die Eigenschaft dieses Punktes, dass er, als Angriffspunkt der 
Resultante benutzt, bei Vereinigung mehrerer Kräfte stets auf denselben Funkt 
fuhrt, ganz unabhängig von der Reihenfolge der Vereinigung je zweier Kräfte, 
während man, wie oben eingehend nachgewiesen, im andern Falle stets einen 
andern Punkt findet. 
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punkt paralleler Kräfte,» also unserer Anschauungsweise folgend, 
auf den t Angriffspunkt der Resultante paralleler Kräfte.» Die 
Entfernung desselben von einer beliebigen Achse (resp. Ebene) 
ergibt sich bekanntlich, wenn man die Summe der statischen 
Momente der Kräfte in Bezug auf jene Achse durch ihre Summe 
dividirt, oder, unter Beibehaltung unserer frühern Bezeichnungs- 
weise : 



S = 



n = 






Es ist nun eine selbst in den neuern Werken nicht allge- 
viehi angenommene Anschauungsweise, dass der Schwerpunkt 
der Mittelpunkt der auf die einzelnen Theilchen eines Körpers 
wirkenden parallelen Schwerkräfte sei. Vielmehr findet man den 
selben häufig als Schnittpunkt zweier Schwerlinien definirt und 
diese als Theillinie einer Fläche für gleiche Momente entwickelt. 

Nach dem Vorgange Poinsot's*) und dem obigen analog 
betrachten wir den Schwerpunkt als den Angriffspunkt der 
Resultante paralleler Kräfte, und wenden auf denselben die 
oben für ^ und n gefundenen Werthe an. 

Um daher die Lage des Schwerpunktes eines von den 
beiden Coordinatenachsen und einer Curve der Gleichung 

y =f(x) 

*) Poinsot, Elements de Statistique, Paris 1837, entwickelt die oben für ^ 
und 77 angegebenen Werthe (S. 102) in der Form: 

Kp=.PxAr P' x' '-\- P" x" -\- und Pq = Py + P' / 4- P" /' -f . . . . 

und sagt, S. 178 (§ 137): 

Puisque le centre de gravite d'un Corps n'est autre chose, que le centre 
des forces paralleles de la pesanteur, appliqu^es h. toutes les moUcules du 
Corps. 
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eingeschlossenen Flächenstückes (Fig. 13) zu finden, bilden wir 
die Momente eines Elementarstreifens des Inhaltes 

y d X 
für die Jf- Achse: " 

= x.y d X 
und für die F- Achse: 

= ^j%y,y d X 
und dividiren diese Momente durch den Inhalt des Streifens: 

'•"" Sydx 

Wir können auch den Elementarstreifen durch Schnitte 
parallel der Abscissenachse erhalten, und es ergibt sich dann: 
(Fig. 13 a) 

Es bedarf wohl keines Nachweises, dass diese Werthe, 
^,j und ?;,j mit den obigen vollkommen identisch sind.*) 



*) Diese Anschauungsweise weicht von der gewöhnlich üblichen ab. 
Meistens nimmt man zur Bestimmung von ^s die Schnitte parallel der K-Achse 
und zur Bestimmung von rjs parallel der A'-Achse, erhält also die beiden Werthe 
^s und rjis resp. §ij und rjs. Wir werden weiter unten sehen, dass das hier 
eingeschlagene Verfahren, dasselbe Elementarstück für beide Coordinaten zu 
benutzen, viele Bequemlichkeiten bietet, und vor Allem geeignet ist, die Iden- 
tität gewisser Punkte zu controlliren. 



Gap. n. 

Die Resultante der Widerstände nachgiebiger Medien nnd 

ilir Angriffspunkt. 

Bewegt sich eine beliebige Fläche, z. B. die Oberfläche 
eines Geschosses (Fig. 14) gegen die Luft, so lässt sich mit 
Hülfe der von Newton und Euler angenommenen Principien 
der Druck berechnen, welcher auf jedes Elementarstück der 
Fläche ausgeübt wird. 

Ist a — b die Richtung der Bewegung des Geschosses, 
also b — a die des die Oberfläche desselben treffenden Luft- 
stromes, so kann man die sämmtlichen Elementarkräfte und 
ihre Angriffspunkte auf ein Coordinatensystem beziehen, dessen 
XZ-Ebene parallel dieser Richtung b—a ist, wobei die Z- 
achse gleichzeitig die Achse des als Rotationskörper angenom- 
menen Geschosses sei. 

Nennen wir v die Geschwindigkeit, und o» den Winkel, 
welcher die Richtung ab mit der in a errichteten Normalen 
(n) bildet, so kommt den oben angeführten Principien gemäss 

nur die Componente 

V cos a> 
zur Geltung und ist der Widerstand dem Quadrat dieser Com- 
ponente proportional. 

Ist daher df die Grösse des Flächenelementes, so ist der 

Normaldruck in a 

,^ == ^ z;2 cos2 0) df 

wo ^ den bekannten Widerstandscoeßicienten der Luft bedeutet. 



/ 
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Ist ferner q der Radius des dem Flächentheilchen zuge- 
hörigen Elementarscheibchens, dz die Dicke desselben, dann 
folgt : 

df =L Q d(p ds 

daher : 

n = ^t;- cos^ wQ dfp ds 
Dies ist mithin der Ausdruck- für jede auf die Oberfläche des 
Geschosses wirkende (normale) Elementarkraft. Es handelt 
sich nun darum, die Mittelkraft dieser sämmtlichen Elementar- 
widerstände zu finden, berechnet für diejenige Fläche, welche 
innerhalb der Berührungslinie der mit a — b Parallelen an dem 
Körper liegt. 

Da die Winkel, welchen die einzelnen Elementarkräfte mit 
den Coordinatenachsen bilden, bekannt sind, wenn die Form 
des Körpers gegeben ist, so sind wir mit Hülfe der Glei- 
chungen, welche wir für die Grösse, Richtung und einen 
Punkt |, ly, L, der Richtungslinie der Resultante im vorigen 
Capitel gefunden haben, im Stande, auch hier die Grösse und 
Richtungslinie des resultirenden Widerstandes anzugeben. 

Man kann nun im Zweifel darüber sein, wohin man den 
Ort dfes Angriffspunktes zu verlegen hat. Eine scheinbare 
Berechtigung könnte dem Punkt zugeschrieben werden, in wel- 
chem die Richtungslinie die Oberfläche des Geschosses schnei- 
det. Es würde dies offenbar derjenige Punkt sein, in welchem 
man dem Geschoss einen künstlichen Widerstand von der 
Grösse der Resultante am leichtesten entgegenzusetzen im 
Stande wäre, um momentan denselben Einfluss auszuüben, 
welchen der Luftwiderstand auf das Geschoss äussert. Hier 
aber treffen wieder die Betrachtungen zu, welche wir oben 
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über die verschiedenen Gleichgewichtslagen angestellt haben. 
Danach hat der beregte Punkt offenbar keine Berechtigung, 
als Angriffspunkt der Resultante der Luftwiderstände angesehen 
zu werden. 

Professor Kummer behandelt das vorliegende Problem in 
seiner Schrift : »Ueber die Wirkung des Luftwiderstandes auf 
Körper von verschiedener Gestalte (aus den Abhandlungen 
der Academie der Wissenschaften, Berlin, 1875) in folgender 
Weise : Er verlegt die Elementarkraft n nach dem Schnitt- 
punkte ihrer Richtung mit der Z Achse, /, und nimmt dort 
die Zerlegung in die 3 Componenten X^ F, Z vor, welche in 
der Fig. 14 in a ausgeführt ist. Es sind nun die cosinus der 
3 Winkel, welche die Richtung 71 mit den Achsen X^ F, Z 
bildet, der Reihe nach : 

dz dz du 

Bezeichnet man nun das Produkt v%y welches fiir alle einzelnen 
Widerstände constant ist, mit K, so erhält man für die 3 be- 
treffenden Elementarcomponenten : 

K cos^ a)Q dz cos q) dtp 
K cos^ (f)Q dz sin y d(f 
K cos^ wp dq dcf 
Diese Elementarwiderstände werden über die oben angegebenen 
Gränzen integrirt, und es entstehen die drei Componenten der 
Resultante : 

X = K ^^cos^ io Q dz cos y dff, 
Y=z KJ^cos^ (o Q dz sin rp d(p 
Z =i K / /cos^ Ol) dq dtf 

Von diesen Componenten ist F= 0, da der Luftstrom als 
parallel der xz Ebene auftreffend angenommen wird, das 
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Geschoss aber zu dieser Ebene symmetrisch ist, mithin 
die der F-Richtung angehörenden Componenten sich auf- 
heben müssen. 

Die Componente Z liegt in der Z-Achse selbst, und es 
wird nun angenommen, dass der Mittelpunkt des Luftwider- 
standes da liegt, wo die Normale die Z-Achse schneidet. 

Hiernach müsste also der betreffende Punkt unter allen 
Umständen auf der Z-Ac/tse liegen, und wird auch in dem 
angezogenen Werk durch Fortführung der Operationen in dem 
angegebenen Sinne bestimmt. 

Nun kann aber füglich nicht in Abrede gestellt werden, 
dass der gesuchte Punkt ein Punkt der Richtungslinie der 
Resultante sein muss, also folgt mit genau demselben Recht, 
dass es der Schnittpunkt der Resultantenrichtung mit der 
Z'Achse sei. 

Wir haben jedoch im Cap, I gefunden, dass die Ver- 
legung einer Kraft nach einem beliebigen Punkt ihrer Richtung 
nur Resultate zur Folge haben kann, welche sich auf die Grösse 
und Richtungslinie der Resultante bezieht, dass aber der Ort^ 
wo bei solchen Constructionen die Resultante erscheint, nicht 
die geringste Bedeutung hat. Wenn also in der citirten Schrift 
ein bestimmter innerer Punkt gesucht wird, dessen Lage nicht 
abhängig von der Methode, sondern von der Lage der Angriffs- 
punkte der wirkenden Kräfte sein soll, so kann es kaum ein 
anderer Punkt sein, als der Gleichgewichtspunkt der Elementar- 
widerstände, d. i. nach unserer Bezeichnungsweise der Angriffs- 
punkt der Resultante sämmtlicher Normalkräfte, welche der 
Luftwiderstand auf der Oberfläche des Geschosses erzeugt. 
Mithin müssten hier die auf S. 13 in der Anmerkung ange- 
gebenen Formeln Verwendung finden. 
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Die vorstehende Betrachtung hat den Zweck, den Nach- 
weis zu führen, dass gewisse Probleme sich mit der Richtungs- 
linie allein nicht begnügen, sondern einen bestimmten Angriffs- 
punkt verlangen, in welchem angebracht die Resultante genau 
dasselbe leistet, wie die componirenden Kräfte. 

Die Nothwendigkeit einer solchen Anforderung wird von 
vielen Seiten bestritten. 

Es mag dahin gestellt sein, ob eine solche existirt oder 
nicht. Jedenfalls aber ist die Frage nach einem Punkt berechtigt, 
der sich zur Resultante so verhält, wie die Angriffspunkte der 
Kräfte zu diesen, und dies ist namentlich da zu erwarten, wo 
den Kräften ganz bestimmte Angriffspunkte zugewiesen sind. 

Ein solcher Fall liegt nun auch da vor, wo ein fester 
Körper in ein flüssiges Medium eingetaucht ist. Hier sind es 
die hydrostatischen Druckkräfte, welchen ganz bestimmte An- 
griffspunkte — die Elemente der Oberfläche — zugewiesen 
sind, und denen mindestens dem practischen Gefühl nach ein 
bestimmter Angriffspunkt ihrer Resultante entsprechen muss. 

Es ist die Hauptaufgabe der vorliegenden Abhandlung, 
diesen Punkt, speciell für das Gebiet der Hydrostatik, fest^ 
zustellen. 

Bevor wir jedoch hierauf eingehen, mag die Bedürfniss- 
frage erörtert werden, und soll das folgende Capitel dieser ge- 
widmet sein. 

Die Bedürfnissfrage wird zu verneinen sein, wenn unsere 
Autoren nachweislich sich stets nur mit der Richtungslinie der 
hydrostatischen Mittelkraft beschäftigt haben. Sie wird dagegen 
im positiven Sinne entschieden werden müssen, wenn das Be- 
mühen constatirt werden kann, einen solchen Punkt zu fixiren. 
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Wir wollen daher in dem folgenden Capitel untersuchen, 
wie die verschiedenen Autoren diejenige Kraft behandelt haben, 
welche vermöge der hydrostatischen Pressungen auf einen ein- 
getauchten Körper wirkt, und im Besonderen, welche bestrebt 
ist, denselben senkrecht gegen das Niveau zu heben und im 
Allgemeinen mit dem Namen »Auftriebe bezeichnet wird. 



Cap. m. 



Literarische Randschan auf dem Gebiete des 
„Hydrostatiselien Auftriebes.'^ 

i) BOUGUER: Traue du navire. Paris, Chr. Ant. 
Jombert. 1746. 

Bouguer ist wohl einer der ältesten Schriftsteller auf diesem 
Gebiete, soweit auf dasselbe der mathematische Calcul ange- 
wendet ist. Er leitet zunächst auf dem bekannten Wege das 
Gesetz ab: »Die Grösse des hydrostatischen Auftriebes ist 
gleich dem Gewicht der verdrängten Flüssigkeit c Der Be- 
stimmung des Angriffspunktes desselben widmet er keine weitere 

Betrachtung, sondern sagt nur(pag. 249): „Nousdevons main- 

tenant examiner la distribution de cette pesanteur, et avant 
toutes choses donner quelque moyen simple de d6terminer le 
centre de gravit6 de la partie submerg^e, dans lequel nous 
savons que se reunit la poussee de teau.^^ Es folgt dann fol- 
gende Methode: Man schneidet aus einem dünnen Brett den 
verkleinerten Spant aus und hängt dasselbe verschiedene Male 
— mit veränderten Angriff*spunkten — an einem Faden auf. 
Die verlängert gedachten Fadenrichtungen geben in ihrem 
Schnittpunkt den Schwerpunkt der Fläche. B. verzichtet also 
"auf jeden Beweis, und nimmt die beiden Punkte : Den Schwer- 
punkt der verdrängten Wassermenge und den Angriff*spunkt 
des Auftriebes ohne Weiteres als identisch an. Er acceptirt 
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das sogenannte »Archimedische Principe voll und ganz und 
definirt : 

»Der Auftrieb ist gleich dem Gewicht der verdrängten 
»Flüssigkeit und hat seinen Angriffspunkt im Schwerpunkt 
» derselben. € 

2. EULER: Theorie complete de la construction et de la 
tnanceuvre des vaisseaux, Paris, Claude Ant Jombert. 1756. 

Euler behandelt in dem ersten Capitel seines Werkes in 
sieben Paragraphen den Schiffskörper selbst in Bezug auf seine 
Schnitte, und geht im zweiten Capitel: »Sur la flottaison du 
vaisseau ou son ^tat d'equilibre en g^n^ralc auf das Schiff im 
Wasser über. Er sagt § 9: 

»Pour juger decet 6tat d'^quilibre oü nous supposons que 

le vaisseau se trouve, il faut bien consid^rer toutes les forces 

iqui agissent sur le vaisseau; et d'abord nous avons le propre 
poids du vaisseau tout entier, par lequel le vaisseau est pousse 

en bas selon Taxe G C qui passe par le centre de gravit6 du 

vaisseau. Cette force doit donc etre balancee par tous les efforts 

que teau exerce sur les parois de la Partie submergee , et par 

consequent il faudroit calculer, pour chaque 616ment de la 

surface submergee, la pression, qu'il 6prouve de Teau; ce qui 

demanderoit des recherches assez embarrassantes et une longue 

suite de calculs; mais la consid^ration suivante nous conduira 

trfes facilement ä ce but.» 

Euler findet also die Sache complicirt (embarrassant) und 

sucht die scharfe theoretische Betrachtung zu umgehen. Im § 10 

braucht er dann die oft nach ihm angewandte und vielleicht 

auch von Archimedes benutzte Vorstellung, nach welcher man 

sich das Schiff durch einen Körper von genau der Form seines 

eingetauchten Theiles und der Dichtigkeit des Wassers ersetzt 



— 22 — 

denkt, durch welche Auswechselung offenbar das Gleichgewicht 
nicht gestört wird, und findet so zunächst den ersten Funda- 
mentalsatz (§ II): »Voilä donc le premier grand principe, sur 
lequel est fond^e la theorie de la flottaison des corps, qui 

nagent sur Teau » Dann im § 12 fährt er fort: »Mais 

ce seul principe ne suffit pas pour d6terminer T^tat d'equilibre 
du vaisseau^ il y en faut joindre un autre, que nous trouverons 
aussi ais^ment. c Nun macht Euler die Bedeutung des Schwer- 
punktes der ersetzenden Masse klar und darauf aufmerksam, 
dass die in diesem Schwerpunkt (o) angreifende Kraft, nach 
unten wirkend , alle den tragenden Wasserdrucken das Gleich- 
gewicht hält, und findet: «II faut, que le centre de gravit^ du 
vaisseau se trouve dans la meme verticale, dans laquelle est 
situ6 le point t?,« 

Also der Systemschwerpunkt liegt senkrecht über dem 
Deplacementsschwerpunkt. Dann zieht er noch einmal die beiden 
wichtigen Sätze zusammen (§ 13): i) que la partie submergee 
doit Egaler en volume une masse d'eau dont le poids soit egal 
ä celui du vaisseau ; et 2) que le centre de gravite et le centre 
de la carene tombent dans la meme ligne verticale.t 

Nun aber fährt er fort: »Pour ce que regarde ce point Oy 
il est evident, qu'il tombe toujours au-dessous de la ligne d'eau, 
et, si les coupes horizontales de la partie submergee conser- 
voient en descendant partout la mSme etendue, de sorte qu'elle 
eüt une figure ou prismatique ou cylindrique, alors le point 
tomberoit dans le milieu de la profondeur. «Also bis vor Kurzem 
war nur die Lage des Angriffspunktes des Auftriebes in der 
durch den Systemschwerpunkt gehenden Vertikalen constatirt. 
Nun kommt ein Sprung und der Punkt o liegt im Deplace- 



— 23 — 

mentsschwerpunkt*). Man könnte vielleicht noch im Unklaren 
sein, ob Euler nicht unter diesem Punkt einfach den Deplace- 
mentsschwerpunkt als solchen verstanden wissen will, wenn er 
nicht im S 9 (die oben citirte, gesperrt gedruckte Stelle) deut- 
lich gesagt hätte, dass das Gewicht des Schiffes im Gleich- 
gewicht wäre mit allen den verschiedenen Wasserdrucken, 
deren Berechnung verwickelt wäre, und nur durch eine lange 
Reihe von Betrachtungen gefunden werden könne. Ganz ge- 
hoben wird dieser Zweifel über die Bedeutung des Punktes o 
im Kapitel VI, wo wir finden (S 41): »Or le poids de cette 
masse (das verdrängte Wasser) ^tant ögal au poids du vaisseau 
tout entier, si nous nommons ce poids = M^ Iq force appliquee 
en et qui pousse le vaisseau verticalement en haut, sera = Af. c 

Also : Der Systemschwerpunkt und der Angriffspunkt des 
Auftriebes liegen vertical über einander. Die scharfe Betrachtung 
der einzelnen Elementarkräfte erscheint für den Zweck der 
Schrift zu complicirt, es folgt eine ungefähre Beleuchtung der 
Sachlage durch einen practischen Vergleich — und der Auftrieb 
greift unversehens im Deplacementsschwerpunkt an, und zwar 
doch eigentlich nur, weil auch er senkrecht unter dem System- 
schwerpunkt liegen muss. 

Diesen Sprung, aus der Nothwendigkeit der verticalen Lage 
der drei Punkte : Systemschwerpunkt, Deplacementsschwerpunkt 
und Angriffspunkt des Auftriebes über einander den Schluss zu 
ziehen, dass der Schwerpunkt des Deplacements mit dem An- 
griffspunkt des Auftriebes identisch sei , werden wir noch oft 
vollführen sehen. 



*) Dem Vorgange der meisten dieses Thema behandelnden deutschen 
Werke folgend, ist hier für den Schwerpunkt des schwimmenden Körpers der 
Ausdruck: «Systemschwerpunkt*, und für den der verdrängten Flüssigkeit die 
Bezeichnung: « Deplacementsschwerpunkt» verwendet. 
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3) CH APMANN : Architectura navalis mercaioriaj 2. Auf- 
lage, 1768, bearbeitet von Prommel, unter theilweiser Benutzung 
des schwed. Werkes, G. L. Uggla, 1864, Hamburg. 

Wir finden, pg. 4: 

Gravitäts-Centrum des Wasserraumes oder Deplacements 
wird der Punkt genannt, in welchem die Kraft des Wassers, 
das Schiff aufrecht zu erhalten, sich vereint, oder, was dasselbe 
ist: Der Schwerpunkt der Wassermasse, welche das Schiff 
beim Einsinken aus der Stelle drängt. 

Die beiden Punkte werden also auch hier wieder zusammen- 
geworfen, und zwar, wie bei Bouguer, ohne einen Versuch der 
Begründung. 

4) POISSON: Traue de Mecanique. Mme. veuve Cour- 
cier, Paris. 181 1. 

Poisson behandelt in dem IV. Buche (Hydrostatique) seines 
berühmten Werkes zunächst die Pressungen, welche die Wan- 
dungen eines gefüllten Gefässes von innen nach aussen zu er- 
tragen haben. 

Er entwickelt dann (S 493) den Bodendruck, geht durch 
die Annahme von übereinandergelagerten Flüssigkeitsschichten 
verschiedener Dichtigkeit auf den Druck der Gase über, und 
beweist so das Pascal'sche Gesetz für den allgemeinsten Fall. 
Im S 496 widmet er seine Aufmerksamkeit dem Angriffspunkt 
der Resultante der Seitendrucke, findet: »11 s'ensuit que le 
centre de pression sera toujours plus bas que le centre de 
gravite», entwickelt eine allgemeine Formel für den Ort dieses 
Punktes unter Annahme einer trapezförmigen Seitenfläche und 
stellt fest, dass für den Fall der horizontalen Lagerung der- 
selben der Druck durch den Schwerpunkt der Fläche geht 
(S 497)« Dann verlegt er die eine Parallelseite des Trapezes 
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in das Niveau, entwickelt auch hierfür den Ausdruck, und con- 
statirt, dass für diesen Fall der AngrifTspunkt des Druckes auf 
die Fläche ganz unabhängig von der Neigung derselben gegen 
den Horizont sei. Die Formel lautet: 

^ ^ / {m + jn) 

^ 2 [m -\- 2n) 

Er stellt also die bekannte Formel für / — x^ 

Trägheitsmoment 
Statisches Moment 

noch nicht her. Dann geht Poisson zum Parallelogramm über, 

dessen eine Seite im Niveau liegt, und findet den Abstand des 

Punktes von der obern Seite = '^/s der Länge derselben, ebenso 

für das Dreieck als 1/2 der Höhe, wenn die Basis im Niveau, 

als 3/4 der Höhe, wenn die Spitze im Niveau liegt, bei dem 

letzteren paralleler Basis. 

Im S 498 beleuchtet Poisson den untergetauchten Körper 
und entwickelt das Sichaufheben der horizontalen Componenten. 
Im S 499 finden wir endlich: »Quoique nous ayons suppose le 
Corps entierement plonge dans le fluide, notre raisonnement 
s'applique ^galement au cas oü il n'y est plong6 qu'en partie: 
il est ais6, de voir que dans ce cas la r^sultante des pressions 
verticales du fluide est ^gale au poids de la masse fluide d^- 
placee par la partie plongee du corps, et qu'elle est dirig^e de 
bas en haut, suivant la verticale menee par le centre de gravitö 
de cette masse c 

Also die theoretische Untersuchung führt zur ersten Hälfte 
des archimedischen Principes und dem Satz, dass die Richtung 
durch den Deplacementsschwerpunkt gehe. Nun aber fährt 
Poisson im directen Anschluss an Obiges fort: »II est encore 
facile d'appliquer le mftme raisonnement au cas, oü le fluide 
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est compos^ de couches horizontales et homogenes de diff<6rents 
densit^s. Pour avoir la r^sultante des pressions verticales qu'un 
semblable fluide exerce sur un corps qui est plongö en tout 
ou en partie, on imaginera chaque couche homogene prolong6e 
dans Tint^rieur du corps; ce qui formera une masse fluide, 
analogue ä celle qui environne le corps et de meme volume 
que sa partie plong^e, la pression demand^e sera 6gale au 
poids de cette masse fluide et appliqu^e ä son centre de 
gravit6«. 

Also: Weil die aus verschieden dichten Schichten be- 
stehende Flüssigkeitsmasse ausserhalb derselben der im Geßiss 
gleichgelagerten Flüssigkeit das Gleichgewicht hält und vielleicht, 
weil für den speciellen Fall eines horizontalen Trapezes als 
Gefässwand bewiesen ist, dass der Angriff*spunkt des hydro- 
statischen Mitteldruckes mit dem Schwerpunkt dieser Fläche 
zusammenfällt und obwohl die Verschiedenheit der Lage des An- 
griffspunktes des qu. Druckes von der des Schwerpunktes wenige 
Zeilen vorher betont worden ist, fallen hier mit einem Male 
beide Punkte zusammen. Ein Schluss, welcher bei dem ele- 
mentaren Problem des Druckes einer Flüssigkeit mit überall 
gleicher Dichtigkeit nur in einem besonderen Specialfall auf 
das Zusammentreffen der beiden fraglichen Punkte führt, wird 
ohne jeden mathematischen Calcul in dem oben citirten kurzen 
Abschnitt auf den viel complicirteren Fall übertragen, wo die 
Flüssigkeit aus Schichten verschiedener Dichtigkeit zusammen- 
gesetzt ist. 

Poisson hat sich also einen andern Punkt für den Durch- 
bruch aus dem streng logischen Wege zu dem von Archimedes, 
Bouguer und Euler verfolgten gewählt, als diese letzten beiden 
Autoren. Er bleibt nunmehr auch auf demselben, führt uns 
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im folgenden Paragraphen das bekannte Beispiel von dem Er- 
satz der verdrängten Flüssigkeit durch einen starren Körper 
von der Dichtigkeit derselben vor und schliesst (S SOO): »d'oü 
l'on conclut: i) que les pressions qu'un corps fluide pesant 
exerce sur tous les points de la surface d'un corps solide, plonge 
dans ce fluide, ont une r^sultante unique; 2) que cette r^sul- 
tante est verticale et dingte de bas en haut; 3) qu'elle est 
egale au poids de la portion de fluide d^placee par le corps; 
4) qu'elle est appliquee au centre de gravite de cette portion 
de fluidem, 

5) DUHAMEL: Cours de mecanique de Vecole polytech- 
nique. Bachelier, Paris. 1845. 

Duhamel behandelt in seiner scharf mathematisch gehaltenen 
Mechanik die Hydrostatik etwas stiefmütterlich. Er sagt nirgends 
direct, dass der Angriffspunkt des Auftriebes im Deplacements- 
schwerpunkt läge, (Vol. I, pag. 234): >Celapropos6, considerons 
un corps en equilibre sur un liquide homogene ; les centres de 
gravite de ce corps et du liquide deplace sont situes sur une 
meme verticale, et les poids de ce liquide et du corps sont egaux«. 
Also die beiden Schwerpunkte liegen zunächst über einander. 
Duhamel nimmt auch offenbar nicht ein Zusammenfallen des 
Angriffpunktes des Auftriebes mit dem Deplacementsschwer- 
punkt an; denn, etwas später, sagt er, nachdem er dem 
schwimmenden Körper eine geringe Drehung ertheilt hat, um 
auf dynamischem Wege auf die Stabilität zu kommen (pg. 235): 
»Les forces, qui soUicitent le corps, sont la pesanteur et les 
pressions exercees par le liquide sur la partie plongee de la 
surface. La premiere se reduit ä une force verticale, agissant 
de haut en bas, et egale au poids du corps. Les autres pro- 
duisent le meme effet que si tous les Clements de la partie 
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plongöe du volume du corps etaient soUicites par des forces 
verticales, dirigöes de bas en haut et ögales aux poids de ces 
Moments y consideröes comme formöes du liquide lui-memec 
Er sagt also nicht, dass dieser Punkt, wo sich die auf den 
eingetauchten Körper wirkenden Kräfte vereinen, der Deplace- 
mentsschwerpunkt sei, zeichnet zwar den letzteren ein, aber 
lässt die Mittelkraft der Auftriebe nur durch denselben gehen. 
Seine Folgerungen sind (pag. 238): 

> D'oü Ton conclut que, lorsque le centre de gravite 

du Corps est au-dessous du centre de gravite du liquide deplace 
dans Tetat de requilibre, le derangement restera toujours infini- 
ment petit, et par cons6quent requilibre est stablec — Ferner^ 
pag. 239: »L'^quilibre peut donc etre stable, lorsque le centre 
de gravite du corps est au-dessus de celui du fluide döplace^ 
il suffit, que la distance de ces deux points soit moindre que 
la plus petite des mouvements d*inertie de Taire de la section 
ä fleur d'eau par rapport aux droites menees par son centre 
de gravite, divisö par le volume immerg^c, 

Duhamel stellt also als Bedingung für die Stabilität die 
Formel auf 

wo a die Entfernung der beiden Schwerpunk te, b li- das Träg- 
heitsmoment der Schwimmebene und V das Deplacement be- 
deutet. — Alle diese Betrachtungen geben ihm also immer noch 
keinen Anlass, die Frage zu berühren. Etwas näher tritt er 
jedoch derselben in dem Folgenden (§ 155, pg. 239), gelegent- 
lich der Erläuterung des Metacentrums : »Lorsqu'un corps symme- 
trique par rapport ä son plan vertical est d^range infiniment 
peu de sa position d'6quilibre, il est sollicitö par son poids et 
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par la pression du liquide qui se reduit ä une force verticale 
passant par le cenire de gravite du liquide d^plac^. »Diese Stelle 
kann man eigentlich als den indirecten Beweis dafür ansehen, 
dass Duhamel den Angriffspunkt des Auftriebes nicht in den 
Deplacementsschwerpunkt verlegt, denn sonst kann er nicht 
gut sagen, dass die Richtung des Auftriebes nur den qu. Punkt 
passire. Er wirft also offenbar beide Punkte nicht zusammen. 
Aber er nennt den andern auch nicht. Er hat ihn mindestens 
zu seinen Berechnungen nicht nöthig, wenn man nicht so weit 
gehen will, zu sagen, dass er keine Liebe zu diesem Thema 
habe. Er sagt auch gleich darauf: »Cette theorie est defectueuse, 
parce que le volume infiniment petit que Ton negligeait, bien 
qu'il ne deplace qu'infiniment peu le centre de gravit^ du 
liquide, fait cependant varier d'une quantite finie la position du 
point de rencontre des deux droites qui fönt entre elles un 
angle infiniment petit«. 

6) JAMES PEAKE: Rudiments of Naval Architecture. 
London, John Weale. 1855. 

Peake lässt sich, wie Bouguer, auf Gründe nicht ein und 
sagt ganz offen (pag. 4): »It is not intended to give the mathe- 
matical demonstrations, on which these uses are founded«. Er 
verwendet also die gewöhnliche Anschauung und spricht nur 
von dem »Centre of Gravity of Displacement of a Ship«, ohne 
irgend welche Betrachtungen daran zu knüpfen. 

7) CARL MIELICHHOFER : Anleitung zur Schiffbau- 
kunde. Wien, Carl Gerold's Sohn. 1857. 

Mielichhofer geht ebenfalls nicht weiter auf die Idee der 
»Vereinigung der tragenden Drucke ein«, und nimmt kurzweg 
den in dem Capitel »Wasserverdrängung und deren Schwer- 
punkt« (S 4, Cap. I, Statik des Schiffes) erläuterten Deplace- 
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mentsschwerpunkt als den Angriffspunkt des Auftriebes 
an, welchen er auch in Statik und Dynamik als solchen bei- 
behält. Bei den Beweisen wird auch stets die Entfernung des 
Metacentrums resp. des Systemschwerpunktes vom Deplacements- 
schwerpunkt eingeführt. 

8) WEISSBACH : Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinen- 
mecltanik. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 1846/60. 

Weissbach behandelt in seinem classischen Werke das vor- 
liegende Thema am vollständigsten. Er schlägt dabei den 
Weg Poisson's ein und geht von einem mit einer Flüssigkeit 
gefüllten Gefäss aus. Er sagt S 328 : »Die Mittelkraft P= FHy 
aus sämmtlichen Elementarpressungen /^i Ä^ ^p F^H^y, . . i 
hat, wie jede andere Mittelkraft eines Systemes von Parallel- 
kräften, einen bestimmten Angriffspunkt, den man Mittelpunkt 
des Druckes nennt. Durch Unterstützung dieses Punktes wird 
dem ganzen Wasserdruck der Flächedas Gleicl^wicht gehalten.» 

Er bestimmt dann genauer wie irgend einer der vor- 
genannten Autoren die Lage dieses Angriffspunktes und ent- 
wickelt 

i) Tiefe des Punktes unter dem Niveau : 

F^ x^ -f /^2 ^^ H Trägheitsmoment 



n = ^ 



F^ jTj -|- 7^2 -^2 + • • • • statisches Moment 
2) Horizontaler Abstand des Punktes von einer verticalen 
Ebene : 

__ ^1 ^1 y\ + ^2 ^2 J'2 + • • • __ Centrifugalmoment 
"" i^j ;ri -f i^2 -^2 + • • • • ~ statisches Moment 
Diese Werthe werden an einer grossen Anzahl von Bei- 
spielen erläutert. 

Im S 335 (Auftrieb) geht Weissbach nun auf die Press- 
ungen über, welche ein in Wasser getauchter Körper zu erleiden 
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hat. Er weist zunächst nach , dass der Horizontaldruck sich 
aufhebt und nur ein Verticaldruck zur Geltung kommt, und 
leitet dann den Satz ab: Hiernach ist also der Auftrieb oder 
die Kraft, mit welcher das Wasser einen darin eingetauchten 
Körper von unten nach oben emporzutreiben sucht, gleich dem 
Gewichte des verdrängten Wassers oder einer Wassermenge, 
welche mit dem untergetauchten Körper einerlei Volumen hat. 

Nachdem W. so die erste Hälfte des archimedischen 
Princips abgeleitet, geht er in directem Anschluss auf die andere 
über und bestimmt den Angriffspunkt des Auftriebes. Während 
er aber oben ftir den Angriffspunkt des hydrostatischen Wand - 
druckes beide Coordinaten (u und v) berechnet, begnügt er sich 
hier mit dem Abstand des Angriffspunktes von einer verticalen 
Ebene^ und findet: 

^ _ V\ ^1 H- ^2 ^2 4 

Ml -f ^2 + • • • • 

wo X diesen horizontalen Abstand , V^ . . . das Volumen eines 
Elementarsäulchens und a^ , . . den horizontalen Abstand des- 
selben von der angenommenen Verticalebene bedeutet. Nun 
folgert er: 

«Da sich der Schwerpunkt des Körpers genau nach der- 
selben Formel bestimmt, so folgt, dass der Ajigriffspunkt S des 
Auftriebes mit dem Schwerpunkt der verdrängten Wassermenge 
zusammenfällt. > 

Die verticale Companente, der Abstand des qu. Punktes von 
einer horizontalen Ebene wird nicht bestimmt. Ohne den sonst 
üblichen Vergleich des verdrängten Wassers mit einem starren 
Körper von gleichem spec. Gewicht hier anzustellen, kommt 
W. zu dem Resultat, dass der Angriffspunkt des Auftriebes und 
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der Deplacementsschwerpunkt senkrecht unter einander liegen 
und folgert daraus, dass beide Punkte zusammenfallen müssen. 

Stellen wir nun dieser ersten deutschen Autorität einen 
beinahe ebenso gewichtigen englischen Schriftsteller g^enüber: 

9) J. SCOTT RÜSSEL: The modern System of naval 
architecture. 1860. Selbstverlag. 

In diesem grossartig angelegten Werke*) finden wir (Vol. I. 
Ch. V) unter: »Powers of Shoulder and under-water body«, 
pg. 15: »Let US examine the nature of the upsetting force, 

produced by under-water body (Fig. 586) We may 

therefore take its whole effect as concentrated in a point in its 
middle line. This point we call B or centre of effort of the 
under-water body.« Rüssel vermeidet offenbar den bestimmten 
Ausdruck, dass der Auftrieb seinen Angriffspunkt im Deplace- 
mentsschwerpunkt habe und gibt ihm den besonderen Namen 
»Centre of effort of the under-water body«. Er betont mehr 
wie jeder Andere die Zunahme des Druckes pro Flächeneinheit 
mit der Tiefe und gibt denselben sogar in einer besonderen 
Tabelle (Table of pressure of the bottom of a ship in sea water 
pg. 12) an. Jene Figuren aber stellen ein eingetauchtes Rechteck 
dar, wo nun doch wieder in Ermanglung eines anderen der 
Auftrieb genau in der Mitte der Höhe, im Deplacementsschwer- 
punkt, angreift. Wie Poisson, Duhamel und Weissbach verlässt 
€r den richtigen Weg kurz vor dem Ziel. 

IG) JOHN W. NYSTROM : A treatise on parabolic con- 
struction of ships. Philadelphia, J. B. Lippincott & Co. 1863. 



♦) RusseFs Naval Architecture ist wohl das gewichtigste Werk, welches je 
geschrieben worden ist, und zwar in des Wortes vollster Bedeutung. Der 
Text allein wiegt mehrere Centner, und ein gleiches Gewicht dürfte annähernd 
den in grosser Anzahl vorhandenen and ungemein sauber gefertigten Zeich- 
nungen zuzuschreiben sein. 
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Nystrom verfolgt die Theorie der Parabellinien (Chapmann, 
1775) in ausgedehnter Weise und liefert höchst beachtenswerthe 
Daten für das engere Gebiet der Schiffsformen. Er kommt aber 
auf die Entstehung des Aufbriebes nicht weiter zu sprechen und 
nimmt in dem Theil „ö« Tkeory^* (pg. 18), welcher eine sehr 
interessante Vorbetrachtung über »Theorie und Praxis c enthält, 
ebenfalls den Deplacementsschwerpunkt als den Angriffspunkt 
des AufWebes an (cfr. auch pg. 27 und Fig. 2 seines Werkes). 

11) RANKINE: Shipbuilding^ ihearetical and practicaL 
London, William Mackenzie. 1866. 

Das vorliegende Werk ist nächst Rüssel das umfangreichste 
der einschlägigen Literatur und gilt wohl mit Recht auch als eines 
der gediegensten, wie sich sein Verfasser ja auch auf anderem 
Gebiete berühmt gemacht hat. Wir finden dort gleich zu An- 
fang (Ch. L: Nature and objects of the Hydraulics of Ship- 
building), § 2 : »The Buoyancy of a ship depends on the foUow- 
ing principles: 

L That in ordre that a body may remain steady in a given 
Position, the forces acting upon it must be balanced; which,in 
the case of there being two forces, means that they must be 
equal and directly opposed to each other. 

IL That a body plunged into a still fluid is urged down- 
wards by its own weight, and pressed upwards by the fluid 
with a force equal and opposite to the weight of the manner 
of fluid, which the body displaces. 

III. That consequently, in order that a given body, such 
as a ship, may float steadily in a given position in smooth 
water the weight of the volume of water displaced must be 
equal to the weight of the body ; and the total upward pressure 
of the water, which is equal and opposite to the weight of^ 
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the water displaced, must be directly opposed to^ the weight of 
the body.» Diese drei Sätze enthalten eigentlich, streng genom- 
men, nichts weiter, als das archimedische Princip : Ein schwim-: 
mender Körper verdrängt so viel Wasser, als er selbst 
schwer ist. 

Wir finden dann, ähnlich wie bei Euler, den Versuch, dies 
experimentell abzuleiten: Man füllt eine Schaale hiit Wasser 
bis genau zum Rand und setzt eine zweite zum Schwimmen 
hinein. Es wird Wasser überfliessen und wenn man diese über- 
geflossene Wassermenge wiegt, so findet man genau dasselbe 
Gewicht, wie das der schwimmenden Schaale. Also nur ein 
beweisendes Experiment, ohne Erklärung des inneren Zusammen- 
hanges, wie wir es eigentlich bei Euler besser fanden. 

Unter S 3 : »Centres of Gravity and of Buoyancy« werden 
diese beiden Namen zunächst in ihrer Bedeutung erklärt: »That 
point, in the case of a body's weight, is called the centre of 
gravity of the body; in the case of a pressure it is called 
centre of pressure, and when the pressure is that of a fluid, in 
which a solid body floats, the centre of buoyancy. The Single 
or concentrated force, which is thus conscribed to be equivalent 
to a given diffused force, is called the resultant of the diffused 
force. € 

*It is necessary of the principle Nr. II stated at the be- 
»ginning of the preceding article, that the centre of buoyancy 
>of a floating body must occupy the place of the centre of gra- 
»vity of the mass of fluid displaced, and hence that point is 
»sometimes called the centre of displacement.c 

Nr. II aber enthält nichts als den Satz, dass das Gewicht 
der verdrängten Flüssigkeit gleich sein muss dem des schwim- 
menden Körpers, woraus höchstens nur der Schluss der verti- 
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calen Lage über einander gezogen werden könnte. Also Ran- 
kine macht ebenfalls diesen nun so oft vollführt gesehenen 
Sprung , aus der Nothwendigkeit der gemeinsamen Verticalen 
auf das Zusammenfallen der beiden Punkte zu schliessen. 

Den Versuch, den Punkt des Auftriebes zu bestimmen, 
finden wir also bisher nur bei Poisson und Weissbach, und, wie 
constatirt, leider nicht bis zum definitiven Erfolg ausgedehnt. 

12. M.BISCHOF: Des Schiffbauers Taschenbuch. Braun- 
schweig, Vieweg und Sohn. 1867. 

Wir sehen hier genau denselben Vorgang, wie bei Weiss- 
bach : Erst die richtige Angabe des Druckes auf eine geneigte 
Fläche, die genaue Angabe der Lage des Angriffspunktes dieses 
Druckes, auch die Berechnung des Verticaldruckes auf eine 
krumme Fläche — aber ohne Angabe des Angriffspunktes — 
und endlich das bekannte Gesetz (pag. 104 u. f.) : Der Auftrieb 
eines in eine Flüssigkeit getauchten Körpers ist gleich dem 
Gewichte der verdrängten Flüssigkeit. — Der Angriffspunkt 
des Auftriebes liegt im Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeit. 

13. Leitfaden für den Unterricht im Schiffbau an der 
königlichen Marineschule zu Kiel. 1872, 

Seite 125 (VI, Stabilität), § 272 Der Angriffspunkt 

des Auftriebes liegt im Schwerpunkt der verdrängten Wasser- 
menge, dem Deplacementsschwerpunkt. 

Es ist hier naturgemäss kein Versuch gemacht worden, 
eine Erklärung zu geben, da die Leitfäden der betreffenden 
Schule sich gegenseitig ergänzen und sich daher auf die Lehren 
•der anderen Disciplineii nur zu beziehen haben. Dies trifft 
hier den 

14. Leitfaden für den Unterricht in der Naturlehre. 



- 36 - 

1869 — 75- (Von dem Verfasser, als damaligem Lehrer für 
Naturlehre). 

Cap. II, Vom Gleichgewicht und der Bewegung der Flüssig- 
keiten. 

S 62 : Ein Körper schwimmt im Gleichgewicht, wenn sein 
Schwerpunkt und der der verdrängten Flüssigkeitsmasse in einer 
Verticalen liegen. 

Ich habe also bereits 1869 den Begriü* des Angriffspunktes 
des Auftriebes als eine ungelöste Frage betrachtet und die 
Angabe des Ortes desselben ängstlich vermieden. 

15. E. GARDINER FISHBOURNE: The current fallacies 
in the Naval Architecture, London, E. & F. N. Spon. 1871. 
(Hassenstein, 1873). 

Das Werk ist von Hassenstein in's Deutsche übertragen 
und sei es daher gestattet, den Text dem letzteren zu ent- 
nehmen. (Hassenstein, Cap. z, See, 1873, Kiel, Universitätsbuch- 
handlung). 

Der Autor befindet sich in einem eigenthümlichen Conflict. 
Sein practischer Verstand sagt ihm, dass die Annahme des 
Angriffspunktes des Auftriebes im Deplacementsschwerpunkt 
falsch sei und verlegt ihn direct nach dem Boden. (Wir werden 
später sehen, dass dies für einen bestimmten Fall das Richtige 
ist). Seine Theorie reicht aber nicht aus, um das, was das 
practische Gefühl dem an Bord ergrauten Seemanne zeigt, 
mathematisch zu beweisen, und die ganz natürliche Folge ist 
eine Reihe von Auslassungen, die den energischen Kampf des 
practischen Verstandes gegen die allgemeine Behauptung be- 
kundet, aber, nicht genügend von theoretischen Kenntnissen 
unterstützt, zu manchen nicht ganz correcten Vorstellungen führt. 
Er sagt, pag. 5 : Mittelpunkt des Druckes wird gewöhnlich mit 
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dem Mittelpunkt der Schwimmkraft gleich erachtet; doch ist 
dies nie der Fall. Der Mittelpunkt des Druckes ist der Punkt, 
an welchem alle an einem Schiffsboden agirenden Kräfte als 
wirklich wirkende angenommen werden müssen, oder für den 
Zweck der Abhandlung nenne ich ihn den Mittelpunkt aller 
verticalen Kräfte, welche ein Schiff unterstützen. 

Also zum ersten Male finden wir hier die offene Behauptung, 
mit dem vollen Bewusstsein des Widerspruches, aufgestellt, dass 
der Mittelpunkt der Schwimmkraft nicht mit dem Mittelpunkt 
des Druckes, dem Mittelpunkt aller verticalen tragenden Kräfte, 
zusammenfällt. Allerdings ist hier nun wieder die Bezeichnung : 
Mittelpunkt der Schwimmkraft fiir den Deplacementsschwerpunkt 
gesetzt. Er definirt aber, wenn wir das Original zur Hand nehmen : 
»The centre of buoyancy (Mittelpunkt der Schwimmkraft) is 
defined to be the mean centre of the immersed portion of any 
floating body». Und vorher: «And the centre of this volume 
(displacement) is termed the centre of gravity of displacement, 
or centre of buoyancy^ and sometimes also the centre of figurec. 
Also ist unzweideutig die Verschiedenheit des »Mittelpunktes 
der Schwimmkraft«, alias Deplacementsschwerpunkt, von dem 
Mittelpunkt aller verticalen tragenden Kräfte (Angriffspunkt des 
Auftriebes) betont. 

i6. BERTIN: Notice sur la Marine a vapeur de guerre 
et de commerce. Paris, Dunod. 1875. 

Das zwar kleine, aber sehr klar und umfassend gehaltene 
Werk sagt, Chap. I, § 4, pag. 7 : »De la stabilite et metacentre. 
La stabilit6 des navires consiste dans la propri^t^ de se tenir 
en 6quilibre sur Teau, bien que le centre de gravit^ soit au- 

dessus du centre de carene quand le centre de car^ne 

est venu en /, la pouss^e IF et le poids F forment un couple 
qui tends toujours ä redresser le cylindre«. 
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Bertin, welcher sein Werk im Auftrage des berühmten 
Ledieu schreibt, lässt sich zwar nicht über die genaue Lage 
unseres Punktes aus, gibt nur die Nothwendigkeit der senkrechten 
Lage desselben mit dem Systemschwerpunkt an, aber verlegt 
in den Figuren doch den Angriffspunkt des Auftriebes direct 
in den Deplacementsschwerpunkt. 

17. W. H. WHITE: A Manual of Naval archiiecture. 
London, John Murray*). 1877. 

E>as Werk gehört unstreitig zu den ersten über Schiffbau- 
kunst Aber auch White geht harmlos die Wege der Anderen : 

Chap. III, pag. 60: >A ship floating freely and at rest in 
stilf water must fulfil two conditions: First, she must displace 
a weight of water equal to her own ^teight ; second, her centre 
of gravity must lie in the same verticale line with the centre 
of volume of displacement or ^ centre of buoyancy*-. Also kurz 
und bündig: Deplacementsschwerpunkt oder Mittelpunkt der 
Schwimmkraft. — Das Wort »buoyancy« finden wir an einer 
früheren Stelle sehr schön definirt, welche eigentlich einen 
anderen Schluss erwarten Hess (pag. 283). t At every point on 
the bottom of a ship afloat, the water pressure acts perpendi- 
cularly to the bottom. This normal pressure at any point 
depends upon the depth of the point below the water surface, 
and it may be regarded as made up three component pressures. 
First, a vertical pressure; second, a horizontal pressure acting 

athwartsships, third, a horizontal pressure acting longitudinally 

The sum of the vertical components must be balanced by the 
weight of the ship, which is the only other vertical force ; this 



*) Eine deutsche Uebersetzung dieses Werkes ist von den Herren O. Schlick 
und A. van Hüllen unternommen und kurz nach der Zusammenstellung des 
Obigen bereits in der ersten Lieferung erschienen. 



— 39 — 

sum is usually termed the »buoyancy« ; it equals the weight 
of water displaced, and the two terms »buoyancy« and »dispiace- 
mentc are often used mterchangeably«. 

Die Definition dieser beiden Worte ist also dieselbe, wie 
sie bereits Fishbourne gegeben. Dieser will die Orte streng 
getrennt wissen, während White sie, wie die meisten Anderen, 
einfach zusammenwirft. 



Die vorstehende Uebersicht umfasst nun einen Zeitraum 
von ca. 140 Jahren und enthält wohl so ziemlich die meisten 
der bedeutenderen Werke, welche sich mit der Hydrostatik 
beschäftigt haben. Wir können dieselben in vier Gruppen ein- 
theilen und zwar^ 

1. Solche, welche ohne Weiteres den Angriffspunkt des Auf- 
triebes in den Deplacementsschwerpunkt verlegen: 

Bouguer , Chapmann (Prommel) , Peake , Mielichhofer, 
Nystrom, Leitfaden für Schiffbau (Kiel), Bertin und White. 

2. Solche, welche den Versuch machen, ihn zu bestimmen, 
aber schliesslich doch bei der alten Annahme stehen bleiben: 

Euler, Poisson, Weissbach (Rüssel, Rankine), Bischof. 

3. Solche, welche die definitive Angabe vermeiden: 
Duhamel, Leitfaden fiir Naturlehre (Kiel), und 

4. Solche, welche direct die Verschiedenheit der Punkte 
behaupten : 

Fishbourne und sein Uebersetzer Hassenstein. 

Wir constatiren nun zunächst, dass keiner der genannten 
Schriftsteller (mit Ausnahme vielleicht von Duhamel) den An- 
griffspunkt des Auftriebes ganz ignorirt und sich nur mit der 
Richtungslinie zufrieden gibt. Wir finden ferner, dass eine 
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unanfechtbare Begründung resp. Bestimmung der Lage des 
qu. Punktes nirgends zu finden ist, dass im G^entheil die 
sämtlichen Versuche, welche in dieser Richtung gemacht 
worden sind, entweder in ein practisches, irreführendes Beispiel 
übergehen, oder aber (Weissbach) auf halbem W^e stehen 
bleiben. 

Hiermit dürfte der am Schluss des vorigen Capitels ge- 
forderte Nachweis geliefert sein, und haben wir nunmehr der 
vorgelegten Frage nach der Lage des Angriffspunktes des 
Auftriebes näher zu treten. 



Cap. IV. 

Der Angriffspunkt des hydrostatischen Auftriebes 

schwimmender Korper. 

Wir definiren zunächst mit Weissbach (s. o. S. 32) den 
Angriffspunkt des Auftriebes als denjenigen Punkt, in welchem 
man den schwimmenden Körper stützen muss, damit er genau 
so getragen werde, wie durch die hydrostatischen Pressungen. 
Da nun der Auftrieb speciell die Resultante sämmtlicher verti- 
calen Pressungen, der verticalen Bodendrucke ist, so haben 
wir hier einfach die in den früheren Capiteln besprochenen 
Formeln für den Angriffspunkt der Resultante paralleler Kräfte 
zu verwenden. 

Sind also x , . . und ^ . . . die Coordinaten der Angriffs- 
punkte der einzelnen Bodendrucke, deren Grösse mit P.. be- 
zeichnet werde, so sind die Coordinaten des Angriffspunktes 
der Resultante derselben: 

. 2: (Px) i:(Py) 



Es sei nun 

y = fW 

die Gleichung derjenigen Curve (Fig. 15), welche einen 
Querschnitt des eingetauchten Körpers begrenzt, dessen ^- Achse 
im Niveau der Flüssigkeit liege. — Wir wollen ferner annehmen, 
dass der eingetauchte Körper die Gestalt einer Scheibe habe. 
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also von zwei parallelen Schnitten begrenzt sei, deren Abstand 
wir mit b bezeichnen; ist dann dl die Länge eines Curven- 
stückchens mit den Coordinaten x und y^ so ist die Grösse des 
benetzten Flächenelementes 

df = b.dl 
und der auf diese Fläche wirkende Normaldruck: 

dp •=: y , b . dl • y* 
Wir wollen nun der Einfachheit halber die Annahme 
machen, dass y = i sei, und diesen Factor für die Zukunft 
ganz fortlassen. 

Ist nun noch a der Winkel, welchen das Flächenelement 
mit der Horizontalen bildet, so ist die auf dasselbe wirkende 
Verticalcomponente P des Normaldruckes 

P z= dp . cos a =^ y .b .dl , cos « 
da nun dl . cos a = dx 

so folgt P ^ y .b , dx. 

Nun sind die Coordinaten des Angriffspunktes dieser 
Kraft = X und j, mithin wird 

i) Der Abstand des Angriffspunktes des Auftriebes von 

> 

der Ordinatenachse : 

' _^ ^xybdx __ ^xydx 
^ - ^ybdx - ' ^ydx 

2) Der Abstand des Angriffspunktes des Auftriebes vom 

Niveau (der Abcissenachse) 

_ Jfy^bdx _ Jfy^dx 
jlybdx "" Sydx 

Es sind der Form nach dies genau dieselben Werthe, 

welche Weissbach, wie Seite 27 gezeigt, bereits für u und v^ 

die Coordinaten des Angriffspunktes des hydrostatischen 

Flächendruckes gefunden hat. Sie enthalten im Zähler das 



J 
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Centrifugal- resp. Trägheitsmoment, im Nenner das statische 
Moment der Projectionen der Elementarflächen auf die Horizontal- 
ebene (b . dx) und führen auch zu ganz ähnlichen Beziehungen. 
Vergleichen wir nämlich die auf S. 15 für die Lage des Schwer- 
punktes dieser Scheibe gefundenen Werthe mit diesen, so sehen 
wir, dass: 

d. h. der Abstand des Angriffspunktes des Auftriebes von 
einer Verticalebene ist gleich dem des Deplacementsschwer- 
punktes. 

Es ist dies der Satz, den bereits Weissbach (s. S. 33) 
gefunden hat und den wir auch, wie folgt, ausdrücken können: 

Der Angriffspunkt des Auftriebes liegt senkrecht unter 
dem Deplacementsschwerpunkt. Dann aber finden wir: 

^) "> = '" f^ = ■'' " 

Es ist mithin die Ordinate des Deplacementsschwerpunktes, 
gerechnet vom Niveau, die Hälfte der Ordinate des Angriffs- 
punktes des Auftriebes, oder : Der Angriffspunkt des Auftriebes 
liegt in der doppelten Tiefe des Deplacementsschwerpunktes. 

Hiernach liegt der Angriffspunkt des Auftriebes (Fig. 1 5 , a — e) 

a) beim geraden Rechteck : am Boden (Fishbourne) ; 

b) beim Dreieck mit einer verticalen Seite: auf 2/3 der Tiefe; 

c) bei einem beliebigen Dreieck : in 2/3 der Tiefe ; 

Zr 

d) bei einem Halbkreis : in der Tiefe = 

i) bei der Parabelfläche : in ^/o der Tiefe. 
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Diese Folgerung hätte z. Th. schon Poisson auf Grund 
der von ihm entwickelten Formeln machen können. 

Wir fanden oben, dass nach seinen Entwickelungen der 
Druck fiir eine dreiseitige Fläche, dieselbe als Gefasswand mit 
innerem Druck (Fig. iS,/J betrachtet, auf V« der Tiefe zu setzen 
sei. Nehmen wir nun an, das Gefass sei eine dreiseitige Pyra- 
mide, deren eine, der Fläche gegenüberliegende Kante senk- 
recht stehe, so wird dieselbe von zwei verticalen und einer 
schrägen Ebene begrenzt. Taucht man nun diese Pyramide, 
die Spitze nach unten, in Wasser, so können unmöglich die- 
jenigen Druckkräfte tragend wirken, welche die beiden verticalen 
Wandungen treffen, sondern es kann der gesammte Auftrieb 
nur von dem auf der schrägen Fläche lastenden Druck her- 
rühren, also die verticale Componente des Letzteren sein. Da 
nun , wie oben gezeigt , bereits von Poisson die Beziehung 
zwischen dem inneren Druck auf die Wandungen eines mit 
Wasser gefüllten Gefässes und dem äusseren eines in Wasser 
getauchten Gefösses festgestellt worden sind, so lag der directe 
Schluss nahe, dass in dem vorliegenden Fall der Auftrieb in a 
seinen Angriffspunkt habe, also in V2 der Tiefe, während der 
Schwerpunkt auf 1/4 derselben liegt. 

Berücksichtigt man ferner, dass die Mittelkraft der auf den 
ebenen Boden der Figur 15 ä wirkenden, nach oben gerichteten 
Pressungen nach dem Obigen nicht gut anders, als am Boden 
selbst angreifen kann, so findet man auch hier die elementare 
Ableitung des Satzes, dass der Angriffspunkt des Auftriebes 
doppelt so tief wie der Schwerpunkt der verdrängten Wasser- 
menge liegt, zumal, wenn man sich einen beliebigen schwim- 
menden Körper in eine grosse Anzahl verticaler Säulen zerlegt 
denkt, wo bei jeder Säule der Angriffspunkt des Auftriebes in 
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der doppelten Tiefe des betreffenden Deplacementsschwerpunktes 
sich befindet. Die sämmtlichen Schwerpunkte bilden dann eine 
äquidistante Fläche zur Bodenfläche und lässt sich so der Satz 
mindestens elementar übersehen, dass der Angriffspunkt des 
Auftriebes nicht mit dem Deplacementsschwerpunkt zusammen« 
fallen kann. 



Gap. V. 

Der Angriffspnnkt des hydrostatischen Abtriebes bei 

nntergetanchten Körpern. 

Unter »hydrostatischer Abtrieb« wollen wir diejenige Kraft 
verstehen, mit welcher ein untergetauchter Körper von oben her 
gepresst wird. 

Bezeichnen wir wieder die Coordinaten des Flächenelementes 

einer durch zwei parallele Schnitte entstandenen Elementarscheibe 

(Fig. i6) von der constanten Breite b mit x und j, wobei die 

X-Achse wieder mit dem Niveau zusammenfallen soll, so ist 

der normal zum Flächenelement gerichtete Druck (y = i) 

dp s= y ,b ,dl 
Die Verticalcomponente dieses Druckes ist 

P := dp , cos a =^ y ,b ,dl . cos a 

wenn a der Winkel ist, welchen das Flächenelement mit der 

X-Achse bildet. 

Da nun 

dl . cos a = dx 
so folgt: 

P z= y , b , dx 

Mithin sind die Coordinaten des Angriffspunktes der Resul- 
tante sämmtlicher verticalen Druckkräfte 

xydx 



/: 



JT 
ydx 
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f. 



y^dx 

t 






Verwenden wir nun dieselbe Fig. i6 zur Berechnung des 
Schwerpunktes der oberhalb der Fläche y -= f (x) befindlichen 
Wassermenge, so erhalten wir für das Volumen einer Ele- 
mentarsäule : 

dv = bydx 

und die Coordinaten des Schwerpunktes derselben 

y 

X und — , 

mithin sind die Coordinaten des Schwerpunktes des ganzen 
Volumens zwischen den Ordinaten j = / und y ■=z T\ 



xydx 



1 
s 

1 

ns = 


1 J t 


la = 


Is'y na = 2i;j 



oder: 



Da nun 1^ und r^^ die Coordinaten des über der gepressten 

Fläche befindlichen Volumens sind, so folgt der Satz: 

»Der Angriflfspunkt des hydrostatischen Abtriebes liegt 
senkrecht unter dem Schwerpunkt der pressenden Flüssigkeits- 
sätUe und in der doppelten Tiefe desselben c 



Gap. YI. 

Der Angriffspunkt des hydrostatischen Auftriebes 

untergetauchter Korper. 

(Allgemeiner Fall.) 

Der Auftrieb untergetauchter Körper ^etzt sich zusammen 
aus den von oben nach unten und von unten nach oben wir- 
kenden Pressungen. 

Da hier die auch beim Schwerpunkt krummer Figuren 
beobachtete Erscheinung zu Tage tritt, dass der Punkt ganz 
ausserhalb des Körpers fällt, so sei es gestattet, den bezügli- 
chen Fundamentalsatz elementar abzuleiten, obwohl sich er- 
geben wird, dass er nur eine Verallgemeinerung eines bereits 
bekannten Satzes ist. 

Wir verwenden dazu den folgenden Hülfsatz: 

tDie Resultante zweier parallelen und einander entgegen-- 
^gesetzten Kräfte ist gleich der Differenz derselben. Ihr Angriffs- 
tpunkt liegt auf der Seite der grösseren Kraft und auf der 
»Verbindungslinie der beiden gegebenen Angriffspunkte und es 
»verhalten sich die Kräfte umgekehrt wie die angrenzenden 
»Entfernungen von dem der Resultante. c 

Der Beweis dieses elementaren, bisher wenig benutzten 
Satzes folgt leicht aus der Fig. 17. Ist nämlich R die Kraft, 
welche die beiden Kräfte P^ und P^ zu ersetzen im Stande ist. 
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so muss sie, entgegengesetzt angebracht, denselben das Gleich- 
gewicht halten. Mithin folgt: 



und 



daher: 



P.(x, 



2 ^l) 
P2 


= (Pi- 

*x 


■p^ 


^x 


Px-P^ 

p: 


Xx 


x^ 





Dies stimmt mit dem oben angegebenen Satz überein. 

Haben wir nun,' Fig. 18, wiederum zwei parallele, aber 
einander entgegengesetzt gerichtete Kräfte /j in a und P^ in ^, 
und handelt es sich darum, den Abstand 1; des Angriffspunktes 
c der Resultante derselben von einer zu ihrer Richtung senk- 
rechten Achse m-n zu bestimmen, so würden wir zunächst 
wieder ansetzen können: 

P\ __ ^2 

P'L ^X 

Zieht man nun durch den Punkt c eine Parallele zu m-n 
und bezeichnet die Abstände der Punkte a und b von derselben 
mit /j und /g, die von m-n mit y^ und ^2» ^^ *st : 

P^ x^ /j 
Da nun 

^j = ,; 4- /j und ^2 = 1; + 4» ^Is^ 

h = — n +y\ ""d i^^ — n -1-72» so folgt : 

^2 — »? +:^i 

,. _ P\y\ — P^y^ _ -PiJ^i — -P2;^2 



- so - 

Nun kann man aber die Kraft /\ als Resultante einer be- 
liebigen Anzahl nach oben gerichteter parallelen Kräfte und 
ebenso P^ als eine solche von nach unten gerichteten ansehen. 
Versieht man, den Druck nach oben positiv nehmend, letztere 
mit dem negativen Zeichen, so ist, algebraisch genommen: 

Wir finden also den Satz: »Die Entfernung des Mittel- 
punktes paralleler Kräfte von einer Ebene wird erhalten, wenn 
man die Summe der statischen Momente derselben in Bezug 
auf die Ebene durch ihre Summe dividirtt auch für parallele 
Kräfte mit verschiedenen Richtungen anwendbar, wenn man nur 
die eine Richtung positiv und die entgegengesetzte negativ in 
Rechnung zieht. 

An diesem Satz wird nichts geändert, wenn der Winkel 
der Linie a-c mit der Achse ni-n grösser oder kleiner, eventuell 
ein rechter wird. Im letzteren Fall nimmt das System die in Fig. 19 
angegebene Lage an. Wir beobachten dabei, dass der Punkte, 
der Angriffspunkt der Resultante, ganz herausrückt, wie es stets 
der Fall ist, wenn zwei entgegengesetzte parallele Kräfte ver- 
einigt werden. 

Sind die beiden Kräfte /\ und P^ einander gleich, dann 
wird die Resultante (P^ — P^ = 0, und der Punkt c rückt in 
die Unendlichkeit. 

Wir denken uns nunmehr eine durch parallele und senkrecht 
zum Niveau stehende Ebenen begrenzte Elementarscheibe (Fig. 20) 
ganz eingetaucht. Ist dann wieder die Dicke derselben = by 
dann ist für ein Flächenelement b .dl in der Tiefe y^ die ver- 
ticale Componente des Normaldruckes \ (y =. \) 

dp sin a =Ji b dl sin « '=-yi b dx. 
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Wir können nun, da die Beziehung y z=zf(xj die negativen 
Werthe von selbst einfuhrt, unserm eben gefundenen Gesetze 
folgend, rund herum integriren und erhalten: 

y\ = 71) + ^ 






- 71) — « , 

Beziehen wir nun noch die Ordinaten auf eine durch den 
Tangirungspunkt der Verticalen an die Curve gelegte -^-Achse, 
so ist 



mithin 



„ _ l S(T,-yfdx \ 
'' ~ V .f (T^ -y) dx-f 



y — •\' a 



oder 



_l ST,^dx-S{2T,y-y^ dx \ 
^i~\ ^T.dx—ivdx ) 



ST^dx — Sydx . ^^_ ^ 

T^dx-UiT^y 

X — o y = — ^ 



Jx = o ^\y « + a 

T^^dx- U2T^y-y^dx 



m = 



tx = o py = -^ a 

T^dx — I y dx 

x =■ o y — — ^ 



_ i n^ny-y'^dx V = " 
''i-l JJd-x \_, 

Um nun die Lage des Deplacementsschwerpunktes zu 
bestimmen, berechnen wir zunächst die Lage der Schwerpunkte 
der beiden durch die X-Achse getrennten Hälften und combi- 
niren die so erhaltenen Werthe nach dem Momentengesetz. 

Bezeichnen wir daher den Abstand des Schwerpunktes der 
obern Hälfte vom Niveau mit ?/, so ist: 
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und das Volumen selbst der im Nenner stehende Ausdruck. 
Ebenso ist fiir die untere Hälfte 



""-\ Sydx j-b 

Nunmehr ist der Abstand des Schwerpunktes der Summe 
dieser beiden Volumina: (vom Niveau) 



b 

n = 



y d X A^- I ydx 



'/ = 



ydx~\- I 

o ^ -- b 

Sy(T,-y^Jdx ^\^' 
Sydx J— b 



oder endlich 






also : 



Wir können daher folgenden, ganz allgemein gültigen 
Satz aussprechen: 

Der Angriffspunkt des Auftriebes eines beliebig ein- oder 
untergetauchten Körpers liegt in der doppelten Tiefe des Schwer- 
punktes der verdrängten Flüssigkeit. 

Hat der untergetauchte Körper eine einfache Form, so 
können wir auf elementarem Wege zum selben Ziel gelangen: 

Denken wir uns (Fig. 21) ein rechteckiges Parallelepipe- 
dum mit der oberen horizontalen Fläche F in der Tiefe / 
unter dem Niveau befindlich, so ist 
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1) der von oben nach unten wirkende Druck 

Px=Fyt 
und die Tiefe seines Angriffspunktes 

i?i = / ; 

2) der von unten nach oben wirkende Druck 

und die Tiefe seines Angriffspunktes 

Mithin ist der Auftrieb: 

P=^P^-P^^FylT-t) 
also gleich dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeitsmenge; , 
die Lage des Angriffspunktes berechnet sich zu 

■V2 — ^\ 

FyTi — Fyfi T^ — fi 

n = ~ — — 



Fy(T—t) T—t 

f,= T.^t. 
Nach unserm allgemeinen Grundsatz würden wir gefunden 
haben : 

Die Tiefe des Schwerpunktes i]^ = — '^^^— , daher die 
Tiefe des Angriffspunktes des Auftriebes 

?? = r + /. 

Lassen wir nun den Körper auf- und absteigen, so finden wir 
folgenden eigenthümlichen Vorgang : 

Befindet sich die Oberfläche im Niveau, so ist in der all- 
gemeinen Beziehung 

/ = ^, also (Fig. 22) 

n^ = T\ 
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d. h. der Auftrieb greift für diese. Lage am Boden an. So- 
bald nunmehr der Körper gesenkt wird, geht der Angriffs- 
punkt des Auftriebes aus dem Boden heraus, dem oben ange- 
gebenen allgemeinen Gesetz (i; = T-\ t) folgend. Da er nach 
diesem immer den Abstand 7" -|- / vom Niveau, also 

(T+t) — T=t 

vom Boden beibehält, so können wir für jedes mit horizon- 
talen Endflächen versehene untergetauchte Prisma den Satz 
aufstellen, dass der Angriffspunkt des Auftriebes sich so weit 
unter der unteren Fläche befindet, wie die obere Fläche des- 
selben vom Niveau. 

Sinkt der Körper in unendliche Tiefe, so bleibt zwar 
der Unterschied der alsdann unendlich grossen Drucke P^ und 
/g als das Gewicht der verdrängten Wassermenge bestehen, 
der Angriffspunkt des Auftriebes ist aber ebenfalls unendlich 
weit vom Boden des Prisma's entfernt. — 

Hat ein schwimmender Körper eine solche Form, dass 
auch ein hydrostatischer Abtrieb eintritt, so bleibt, da unser 
Gesetz für alle Formen und Fälle abgeleitet ist, dasselbe auch 
hier bestehen. Demnach liegt der Angriffspunkt des Auf- 
triebes bei einem Aräometer (Fig. 23) in a, wenn der Schwer- 
punkt desselben in s liegt. 

Interessant sind noch die Wanderungen, welche die beiden 
Punkte : Angriffspunkt des Auftriebes und Deplacementsschwer- 
punkt, unternehmen, wenn man unter Beibehaltung eines be- 
stimmten Gesetzes die Körperform ändert. 

Dieselbe bestehe z. B. (Fig. 24—29) aus einem Cylinder 
mit parabolischem Boden. Ist die Tiefe der Eintauchung für 
den Ersteren =ä, die Höhe des Bodens =<J, (der Radius des 
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Cylinders =r), dann berechnet sich allgemein die Tiefe des 
Schwerpunktes der verdrängten Flüssigkeitsmenge zu 

^2 — aö 4- — 
2a — d 
Setzen wir nun der Reihe nach 



so wird 



, a a 

o=a; = — ; = ^; = -; = — ä, 



a 7 a ig 7 

3 i8. ' 2 ' 30 ' 9 ' 



und daher 

27 19 14 

Die bezüglichen Figuren zeigen, dass der Angriffspunkt des 
Auftriebes ganz ähnlich wie der Schwerpunkt, je nach der 
Körperform innerhalb des Körpers oder ausserhalb desselben, 
fallen kann. 



Thesen. 



I. 

Während die meisten Aufgaben der Statik ohne Annahme 
eines bestimmten. Angriffspunktes der Kräfte zu lösen sind, exi- 
stirt eine Reihe von Fällen, in denen den wirkenden Kräften 
ganz bestimmte Angriffspunkte zugewiesen werden müssen. Die 
Lösung derartiger Aufgaben muss nothwendig die Angabe eines 
bestimmten Angriffspunktes der Resultante in sich schliessen. 

II. 

Die meisten Autoren unserer heutigen Literatur über Hy- 
drostatik weisen dem hydrostatischen Auftrieb einen bestimmten 
Angriffspunkt zu und .verlegen denselben nach dem Schwer- 
punkt der verdrängten Flüssigkeit, 

III. 

Es existirt kein mathematischer Beweis für die Annahme, 
dass der Angriffspunkt des Auftriebes im Schwerpunkt der ver- 
drängten Flüssigkeit, Deplacementsschwerpunkt, liege. 

IV. 

Der Angriffspunkt des Auftriebes, oder speciell der Punkt, 
welcher zur Resultante sämmtlicher nach oben wirkenden Kräfte 
in derselben Beziehung steht, wie die Angriffspunkte dieser 
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Kräfte zu ihnen selbst, liegt für schwimmende Körper in der 
doppelten Tiefe des Deplacementsschwerpunktes. 

V. 

Der Angriffspunkt des hydrostatischen Abtriebes unterge- 
tauchter Körper als der Resultante aller von oben nach unten 
wirkenden hydrostatischen Pressungen liegt senkrecht über dem 
Deplacementsschwerpunkt und in der doppelten T\tk des Schwer- 
punktes der pressenden Flüssigkeitssäule. 

VI. 

Der Angriffspunkt des Auftriebes eines beliebigen in einer 
Flüssigkeit schwimmenden oder untergetauchten Körpers als der 
Resultante sämmtlicher auf denselben wirkenden verticalen 
Pressungen liegt senkrecht unter dem Deplacementsschwerpunkt 
und in der doppelten Tiefe desselben. 

Hermann Hädicke. 



Die vollkommen selbstständige Ausführung der vorstehenden 
Arbeit (S. i — 6o) versichert an Eides Statt 

HAGEN i. W., im August 1880. 

Hermann Hädicke. 

Lehrer an der Kgl. Fachschule zu Hagen. 
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